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要#在建筑&机械&计算机&应用数学这
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大学科交叉形成的新兴的计算机辅助几何设计领域!首次提出了三角

域上有理
q̂O8/-

调和曲面的造型问题
)

主要方法和思路%给定欲求三角有理
q̂O8/-

调和曲面的
#

条边界曲线!将这

#

条有理边界曲线进行
N
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逼近!得到
#

条多项式曲线!以此为边界!应用
U-9,(

等最近提出的由边界条件生成

三角
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调和曲面的算法!得到一张三角多项式
q̂O8/-

调和曲面$同时对欲求的三角有理
q̂O8/-

调和曲面!应

用张磊等提出的有效算法进行多项式逼近!得到一张带参数的三角多项式
q̂O8/-

曲面!将此曲面与上述已得到的

三角多项式
q̂O8/-

调和曲面作比较!使它们之间的目标距离最小!就导出一个多变量的最优化问题!逼近求出未知

参数!就可得到一张高精度的三角有理
q̂O8/-

近似调和曲面
)

进一步!以上思想和算法被推广到三角有理
q̂O8/-

双调和曲面
)

文中给出丰富实例验证了算法的正确和有效
)
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q̂O8/-

调和曲面$有理
q̂O8/-

双调和曲面$多变量最优化
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极小曲面问题是微分几何领域中的经典问

题'

%

(

)

尽管此问题自问世至今已历经几个世纪"跨越

多个学科"但由于此方程的非线性性"其解的存在性

与稳定性等问题仍未得到彻底解决
)

极小曲面具有非常完美的表面形状和应力状

态"在建筑设计2飞机轮船制造2分子化学2晶体学等

许多领域都有着广泛的应用'

%

(

)

随着计算机辅助设

计#

=UG

$的广泛展开"利用计算机进行极小曲面的

设计与制造出现在越来越多的实际应用场合中
)

因

此"极小曲面设计问题"特别是极小
q̂O8/-

曲面设

计的数学模型问题仍是当今国际上属于建筑2机械2

计算机2应用数学这
I

大学科交叉的热门研究课

题'

#M]

(

)

由于等温参数下极小曲面的调和性质"以及调

和方程被应用与研究的广泛性"利用调和与双调和

曲面构造并逼近极小曲面已成了
=UG

的主要方法

之一'

I

"

@

(

)

不过目前对这个问题的研究成果大多集中于构

造矩形域上多项式形式的
q̂O8/-

调和曲面"例如

+Q*CAFGA

等在文献'

@

(中研究了矩形域上调和

与双调和曲面的一些性质
)

至于利用统一表示自由

曲面及二次曲面的有理曲面"或者利用应用范围更

广泛的三角曲面来构造调和与双调和曲面的有关研

究却寥若晨星
)

正是为了弥补这种缺陷"本文作者致力于构造

三角域上有理近似调和曲面的研究"并给出了具体

的例子
)

其主要思路是综合运用了三角域上有理曲

面的
N

7
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逼近算法2矩形域上有理曲面边界的

N

7

1-86

逼近算法以及三角域上调和
q̂O8/-

曲面的

生成算法
)

具体地讲"即是将待求的有理三角调和曲

面
2

进行
1bIbW

次
N

7

1-86

逼近'

?

(

"得到含参多

项式三角曲面
S

%另一方面"对曲面
2

的给定的边

界曲线进行
5b

A

次
N

7
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逼近"再以此逼近曲线

为边界"利用三角域上多项式调和曲面生成公式写

出精确的
5b

A

次多项式三角调和曲面
-

'

"

(

"借助

升阶公式将
S

与
-

化为同样次数的曲面
S(

与
-(

"

通过比对
S(

与
-(

的系数"最终确定
S

中参数的取

值"从而决定曲面
2%

最后一步比对系数实际上是求

解一个有限维离散形式的目标函数极小化问题"利

用
J89

D

'

等数学软件可以快速进行计算"从而成功

地得到问题的一个近似解
%

在这个算法中"正整数
1

"

I

"

W

与
5

"

A

都是可调

的"基于
N
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算法的稳定性"理论上讲"三角域

上任意次数的有理调和曲面问题都可以进行上述计

算而得到一个足够精确的合理解
%

紧接着"作者又对上述算法进行了推广"基于

三角域上多项式双调和曲面的生成公式"用类似

的逼近与优化算法构造了三角域上的有理双调和

曲面
%
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$不满足时"只需对初始条件多加一些限

制"即可保证调和曲面的唯一存在性
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具体叙述
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可根据式#
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$得到的线性方程组

被唯一确定
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见图
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特别地"有

推论
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曲面设计



的点所示"则其余控制顶点可由式#
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$通过计算给出
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其余控制顶点被线性方程组唯一确定
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实线上的控制顶点为已给边界条件
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$

"
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"
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%
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$
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$双调和等价于式#

R
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"故推论
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成立
%
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三角域上有理
Z_;-+$

调和曲面的构造

由控制顶点/

J

E

"

N

"
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与权因子 /
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=
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=
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"
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"
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=
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问题叙述为给定边界有理曲线"即给定边界控制顶

点 /

J

E

"

N

"

*

1
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*Z$

"

Eb

N

b*Z>

与 对 应 的 权 因 子
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/

E

"
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"
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*Z$

"
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N

b*Z>

"求出由此曲线为边界的一张高

精度的三角有理
q̂O8/-

近似调和曲面
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I:E

!

用三角域上多项式
Z_;-+$

曲面
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逼近曲面
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定理
M

'

?

(

!

对于
>

次三角有理
q̂O8/-

曲面
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"存在
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#

Z1bIbW

$次三角
q̂O8/-

多项式曲面
S
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#
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$当
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时"

S
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%

#

#

$存在#对
1

"

I

"
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的$递推算法来计算
S

1IW

%
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对给定的
I

条边界有理曲线!
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"分别

作
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次
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逼近
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引理
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由式#
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$所示的
>

次三角有理
q̂O8/-

曲面
2

的
#

条边界#

HZ$

"

=Z$

$曲线分别是
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次有

理
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曲线
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只需讨论
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时的边界曲线
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代入式#
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$的分母与分子"分别得
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以及曲线的
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逼近算法"有

定理
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对于
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次有理
q̂O8/-

曲面
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的边界曲

线
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>
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"存在
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次
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多项式逼

近曲线
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以逼近后的多项式
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角域上多项式
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调和曲面
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多项式逼近曲线
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精确的调和曲面
-

#

)

"

H

$"其中
JZ

#

J

E

"

N

"

*

$

Eb

N

b*Z>

"

N

-

*

;

$

"

/

Z

#

/

E

N

*

$

Eb

N

b*Z>

"

N

-

*

;

$

%

当
1bIbW

;

5b

A

时"将次

RR%

!

第
#

期 李
!

帅"等!三角域上调和与双调和的有理
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数低的曲面进行升阶运算直至两曲面同阶
%

故最终

只需考虑优化问题
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该优化问题为一标准非线性优化"可以通过各种计

算机程序#如
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$的近似算法来计

算得到
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张欲求的近似调和
q̂O8/-
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三角域上有理
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双调和曲面的

构造
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三角域有理
q̂O8/-

双调和曲面的构造算法与

上述三角域有理
q̂O8/-

调和曲面的构造算法类似
%

具体如下!
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$对已知边界曲线进行
N

7
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逼近"这时由

双调和曲面给定的边界控制顶点如图
R

所示"因此"

除了对边界曲线进行
N
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1-86

逼近外"还需要对内

部
#

条准边界曲线进行
N

7
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逼近
%

#

#

$按照逼近得到的控制顶点"利用定理
!

"得

到多项式双调和曲面
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一张有理双调和曲面
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计算实例
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